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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСfИКА РАБОТЫ 
Актуальность нмы. Углеродные нанотрубкн (УНТ) являются в настоящее время 
одними из наиболее перспективных частиu, используемых в качестве наполнителя 
полимерных композитов. Они обладают высокой удельной поверхностью, 
электропроводностью, а также уникальными жесткостными и прочносrnыми 
характеристиками. В связи с этим задача всестороннего исследования физико­
механических свойств УНТ приобретает первостепенное значенне. Поведение УНТ, а, 
следовательно, и композитов с наполнителем такого типа nрн интенсивных механических 
и тепловых воздействиях в значительной мере опредеru~ется нх динамическими 
свойствами. К ним относятся, прежде всего, частотные спекrры и нормальные моды 
колебаний, которые активно изучались в последние годы как теореп1Чески, тах н 
эксперимеитально. Однако, нестационарные процессы в УНТ, механизмы энергообмена и 
переноса энергии, определяющие их теплопроводность н реакwоо на интенсивные 
динамические воздействии, практически не изучены. Поэтому актуальной является тема 
диссертации, в которой анализ Э'ПIХ механизмов занимает центральное место. 
Цель работы - разработка прнмеюпельно к УНТ нового метода анализа 
нелинейных нестационарных процессов, основанного на концеrщин эффективных частиц 
н предельных фазовых траекторий, с использованием редуцированной модели упругой 
оболочки, адекватно описывающей динамическое поведение УНТ в низкочастотной 
области . 
Основные результаты работы, которые выноспск на защиту: 
1) Построение нелинейной динамической модели УНТ, которая позволяет 
аналитически изучать низкоэнергетические процессы при основных типах краевых 
условий. 
2) Аналитическое и численное описание интенсивного энерrообмена в УНТ н 
вывод условия, определяющего переход от энергообмена к пространственной 
локализации энергии. 
3) Аналитический вывод спекrральных характеристик УНТ nрн основных типах 
граничных условий. 
4) ПоJЛ'вержденне универсального характера концеrщии :эффективных частиц 
(ЭЧ) н предельных фазоsых траекторий (ПФТ), использующей аппарат негладКнх 
функций, при анализе нестационарных процессов в последовательно усложняемых 
динамических моделях: от нелннеl!ного осциллятора до УНТ. 
Научиак новизна. Впервые выполнено исследование низкоэнерrетической 
нелинейной динамики УНТ, что потребовало разработки концепции ЭЧ н ПФТ 
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применительно к ряду моделей с последовательно усложняемой C1pyicryp<>й. Если при 
использовании известных моделей новЬll\I является анализ нестационарных процессов в 
рамках концепции ЭЧ и ПФТ, то наиболее реалистичная модель УНТ впервые 
представлена в диссертации. С ее использованием впервые описаны, наряду со 
спеК11Jальными характеристиками при основных типах краевых условий, существенно 
нелинейные процессы знергообмена и локализации энергии в УНТ. 
Практическая значимость работы. Полученные результаты создают основу дr1и 
уточненного анализа механизма теплопровод1юсти УНТ. Кроме того, они позволяют 
адекв1П110 описать реакцию УНТ на интенсивные динамические воздействИJ1 и должны 
быть учтены при оценке термомеханических харакrеристик полимерных нанокомпозитов, 
в которых УНТ являются наполнителем. 
Личный вклад автора. Автор, выполняя рабоrу в лаборатории физики и механики 
отдела полимеров ИХФ РАН, активно участвовал (совместно с Л. И. Маневичем и 
В. В. Смирновым) в разработке новой концепции ЭЧ и ПФТ, которая предполагает 
использование негладких преобразований - основного матемаrnческого аппарата, 
примененного в диссертации. Это же оmоситси к разработке новых динамических 
моделей УНТ, в рамках которых получены основные результ31ЪI диссертации. Автором 
лично выполнена как аналитическая часть работы, так и соответствующее численное 
исследование. Он принимал активное участие в постановке задач исследованИJI, 
обсуждении результатов и подготовке публикаций. 
Апробации работы. Основные результаты работы бьши представлены на 
международных конференциях «Современные проблемы механики» (Санкт-Петербург, 
2009, 2010, 2011 гг), Европейской конференции по нелинейным колебаниям (Рим, Италии, 
2011 г.), на конференциях отдела полимеров и композиционных материалов ИХФ РАН 
(Москва, 2009, 2010, 2011, 2012 гг.). Доклады по материалам работы отмечались 
премиями на конкурсах молодых ученых. 
Публикации. По результатам диссертационной работы опубликовано 8 статей и 5 
тезисов докладов. 
Структура и обым диссертации. Диссертация изложена на 177 С1раницах, 
включает 77 рисунков и 5 таблиц. Работа состоит из Введения, 6 глав, Выводов, 
Приложения и списка цитируемой литературы, включающего 113 ссылок. 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ. 
Во Введении обоснована акrуальность работы и сформулированы цель, задачи 
исследованИJI, научная новизна и практическая значимость работы. 
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В главе 1 приведен обзор литературных данных по экспериментальным 
исследованиям спекrров одностенных и многостенных углеродных ианотрубок 
различными модификациями метода Рамановской спекrроскопии, кратко обсуждаются 
механизмы, ответственные за D н G'-полосы. Приведен также обзор акустических свойств 
одностенных УНТ и методов экспериме~пального измерения модуля Юнга. Особое 
внимание уделено применению методов молекулярно-динамического моделирования и 
конечно-элементного анализа, а также различных континуальных теорий, в частности, 
различных вариантов теории тонких оболочек, к анализу динамики УНТ. Анализ 
полученных результатов показывает, что, несмотря на активные исследования и наличие 
богатого инструментария для изучения динамики оболочек, существукл области спектра, 
в которых имеющиеся упрощенные варианТhl не работают, в то время как общие теории 
чрезвычайно сложны в применении. Ввиду сложившейся ситуации была поставлена 
задача построения новой упрощенной модели тонкой оболочки, применимой в 
низкочастотной области спектра. 
В главе 2 введены физические понятия и математический аппарат, соответствующие 
концепции ЭЧ и ПФТ, на простой модели нелинейного ocW1JU1ятopa во внешнем поле, 
причем основное внимание уделяется нестационарной динамике, аналитическое описание 
которой стало возможным лишь в рамках этих концепций, разработанных сравнительно 
недавно. Анализ этой модели имеет и самостоятельное значение, поскольку он тесно 
связан с проблемой целенаправленного переноса энергии от мишени (линейный 
осциллятор), достигаемого при помощи энергетической ловушки резонансного типа 
(нелинейный осциллятор). 
Модель может быть описана следующим уравнением (в безразмерной форме): 
d 2u du 3 • 
- 2 +2уЕ-+и+8аЕи =2EFsш(\+sEt) (2.1) dt dt 
dи(О) с начальными условиями u(O) = -- =О, где и - смещение ловущки относительно 
dt 
мишени, у --коэффиuие~п диссипации ловущки, а параметр нелинейности 
осW1JU1ятора-ловущки, F - детерминированная или случайная амплитуда воздействия 
мишени на ловушку, s - параметр, характеризующий отклонение частоты мишени от 
частоты ловущки в линейном приближении, Е • малый параметр, определяющий 
возможность введения медленного времени. 
Переходя к комплексным переменным и проводя многомасurrабное разложение, 





а dЛ +sа-Заа' = -FsiпЛ 
dт, 
(2.2) 
где а - величина., характеризующая амплитуду и скорость колебаний, Л - фазовый сдвиг 
ловушки относительно осциллятора., r, - медленное время, возникающее в процессе 
многомасurrабного разложения. На основе этой системы вводится понятие предельной 
фазовой траектории - траектории на фазовой плоскости а - Л , соответствующей 




1,. /.-'\ 1 • " 1:\ "' 
1 1' 1. ( \ /'\ ;;-\ 
!• :, • \. \. ? ' / l. 
1.4· 
1.2· 
0-J.-~- -&.--- . .L--.-L-~-.L·-··-·~-·-
0 20 40 60 во 100 120 140 160 1во 200 r, 
Рис. 1 - фазовая плоскость уравнений (2.2) и аналиrnческое решение днссипаrnвной 
системы (2.2), полученное сопряжением решений неднссипативной системы и 
квазилинейных затухающих к стационарной точке колебаний (сплошная линия 
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Рис. 2 - аналитическое решение уравнений (2.2) методом негладких преобразований при 
r = о и оценка эффективности энергетической ловушки. 
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В работе приведены аналитические решения системы (2.2) вдоль ПФТ (как 
консервативной (у= О), так и диссипативной (см. рис. 2) систем), а также рассмотрено 
влияние внешнего воздействия, имеющего случайный характер. 
В Главе 3 проясняется механизм локализации энергии в а - /3 цепочке Ферми­
nаста-Улама (ФПУ), которую можно рассматривать как модель молекулы олигомера. 
Здесь концепции ЭЧ и ПФТ распространяются на многомерные системы в наиболее 
простой ситуации. 
Динамика периодической цепочки ФПУ с асимметричным потенциалом 
взаимодействия между атомами определяется функцией Гамильтона: 
Но= f.[+P~ ++(q1., -чJ +f(ч1., -qj + ~ (ч1., -qJ]. 
J•l 
(3.1) 
и условиями периодичности qN•' = q" P.v+i = р1 , где q1 и Р1 - координаты и, 
соответственно, сопряженные им момеlПЫ, N - число частиц в системе. Для анализа 
динамики цепочки выполняется переход к нормальным координатам, задаваемый 
каноническим линейным преобразованием: 
.v-
1 
\ ( (2111') (211*)) q1 = t; .JN siп -J- +cos Ng .;" (3.2) 
Вводя комплексные амплитуды, характериэующие модальные координаты и 
скорости, и применяя метод многомасuгrабных разложеиий, можно свести аналиэ системы 
с функцией Гамильтона (3.1) к системе уравнений в угловых переменных: 
! dfJ ("' зр,х) , . зр,х , . . -+ --~ n sшЛ+--n s1n28sш2Л=0, dr, 4 16 32 sin28 dЛ +('!!..._- З/J,Х) 0 2 cosЛcos28+ З/J,Х Q' sin48 (cos' Л-8)=0, dr, 2 8 16 (3.3) 
4 где р, =Р--а',л - переменная, характеризующая фазовый сдвиг половины цепочки, 
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образующей ЭЧ, относительно второй ЭЧ, () - переменная, характеризующая амплитуду 
возбуждения половины цепочки, n = 2 - частота ограничивающая первую зону 
Бриллюэна, Х - уровень энергии в системе. 
Фазовая плоскость системы прн различных уровнях возбуждения Х и 
соответствующие распределения энергии по цепоЧJСе во времени представлены на рис. 3. 
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Точки на фазовой плоскости соответствуют стационарным колебаниям -
1f нормальным модам; траектория, проходящая через уровни (} = О и (} = 2, - предельная 
фазовая траектория, описывающая полный энергообмен между ЭЧ. 
а) 
г) 
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Рис. 3 - фазовая плоскость уравнений (3.3) (а-в) ; распределение энергии по цепочке во 
времени: г) при уровне возбуждения, соответствующем фазовой плоскости (б), д) при 
уровне возбуждения, соответствующем фазовой плоскости (в), 
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Рис. 4 - аналитическое решение уравнений (3.3), полученное методом негладких 
преобразований (а-Ь) - в случае, когда происходит полный энергообмен, (c-d) -
локализация энергии на эффективной частице (сплошная линия - численное решение). 
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Как видно по рис. 4, полученное аналитическое решение хорошо согласуется с 
численным как при полном энергообмене, так и в случае локализации энергии. 
Глава 4 посвящена исследованию простой модели нан01рубки, построенной на 
базе цепочки типа Клейна-Гордона с изгибным потенциалом. 
Рассматривается одностенная УНТ конечной длины со свободно опертыми краями, 
которая мысленно рассекается на N колец плоскосrями, перпендикулярными ее оси. 
В этом случае потенциальная энергия УНТ может бьггь представлена в виде: 
N ''[ \ \ } ''[ \ \ } I:и.+v •. и.= J -ESR&'+-F-/Rк:' о. V,= J -E&,'+-F.J'Rк:.' 8• 
•« • 2 2 • 2 2 
(4.\) 
где Е - деформация контурной длины, '1i - продольная деформация (вдоль оси трубки), к 
- изгибная деформация формы (изменение кривизны), llii - изгибная деформация вдоль 
оси трубки, E,J,J' - модуль Юнга, момент инерции кольца и момент инерции в 
плоскосm, проходящей через ось трубки, S=Rh - эффективная площадь элемента 
сечения кольца. 
Деформация УНТ представляется комбинацией низшей по частоте моды 
эллиптического профиля в плоскости, перпендикулярной оси УНТ (-Xcos ~) и двух 
соседних мод вдоль трубки - в случае свободного опирания это моды с волновыми 
векторами k =!!... и 
, N 
21r 
k, =N. Таким образом, деформация кажцого кольца УНТ 
характеризуется одной переменной - амплитудой эллиптической деформации Х: 
w =Х cos20 v =-1-sin20 
" " ' " 2Х" 
После интегрирования по углу 0 получается следующее представление для 
энергии деформации 
и =~[.!.~ц;к'+Рк'+.!.с'к:'} к =х. x •• ,-zx.+x •. , -~2 11 ·2 ..... R'KllJI= R (4.2) 
где к. и к11" - соответствующие деформации для п -го кольца. 
Энергия (4.2) содержит также ангармоническую составляющую, которая 
соответствует учету физической нелинейности. 
Перейдя к нормальным координатам, а затем к комплексным амплитудам и 
проведя многомасштабное разложение, приходим к уравнениям в угловых переменных: 
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j 
d8 о . зрх . . 0 -+- sшд +--, sш28sш2д = , 
dт, 2 32ш1 
sin28 dд +о cosдcos28+ 3/1Х_, sin48 (4 - cos' д)= О, 
dт, l бUJi 
(4.3) 
где б - параметр, характеризующий разницу частот, Л - переменная, характеризующая 
фазовый сдвиг первой ЭЧ (одной половины цепочки) относительно второй ЭЧ 
(соответственно, другой половины цепочки), () - переменная, характеризующая 
амплитуду возбуждения половины цепочки, w, - частота первой моды шарнирно опертой 
цепочки, Х - уровень энергии в системе . Фазовая плоскость системы при различных 
уровнях возбуждения Х и соответствующие распределения энергии по цепочке во 
времени представлены на рис. 5. 
Точки на фазовой плоскости соответствуют стационарным колебаниям -
нормальным модам ; траектория, проходящая через уровни 8 =о и 8 = !!_ , - предельная 
2 
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Рис. 5 - фазовые плоскости и энергетические карты цепочки при различных типах 
нелинейности и уровнях возбуждения: \) мягкая нелинейность (р < О) ; а), в) биения 
между эффективными частицами (фазовая плоскость и карта распределения энергии со 
временем ) ; б) , г) переход к локализации (фазовая плоскость и карта распределения 
энергии со временем); 2) жесткая нелинейность (р >О); а) , в) биения между 
эффективными частицами (фазовая плоскость и карта распределения энергии со 
временем); б), г) переход к локализации (фазовая плоскость и карта распределения 
энергии со временем) ; 
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Рис. 6 - аналитическое решение уравнений (4.3) методом негладких функций (толстая 
линия - численное решение). 
Глава 5 посвящена построению модели нанотрубки на основе теории тонких 
оболочек Сандерса-Коитера. 
Деформации и кривизны оболочки записываютс11, исходя из изменени11 метрики и 
второй квадратичной формы: 
с,~~ +На~)'+~(а ~ -:)' 
c, 0 w•Z+H:;-v)1 +i(a~-:)' 
ди дv 
с" oдij• ад~ 
(5.1) 
где ~ = !_ - безразмерная координата вдоль оси трубки, L - дпина УНТ, (} - утловая 
L 
координата в поперечном сечении УНТ. Безразмерные продольное и. радиальное w и 
R 
тангенциальное v смещения измеряются в единицах радиуса УНТ R , параметр а = L 
характеризует отношение поперечного и продольного размеров трубки. В уравнениях 
(5.1) введены безразмерные кривизны, получаемые из размерных величин умножением на 
рмиус. В главе 5 используются линейные составляющие выражений деформаций и 
кривизн. 
Первая задача состоит в получении уравнения дл11 w • основанного на гипотезах 
относительной малости кольцевой деформации и деформации сдвига. 
После варьирования соответствующей функции Лагранжа и представления 
смещений в виде 
и(Ц,0)= u(.;)cos nOexp(iшt 1 
v(Ц,0)= v(~)sinn0exp(iшt1 
w(t, ~,О)= W (.; )cos пО exp(iшl 1 
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nоследовательного исключения из уравнений тангенциального движения кольцевого и 
сдвигового усилий и их nодстановки в уравнение радИального движения (nри этом 
учитываются выражения nродольного и тангенциального смещений через радиальное, 
nолученные из условий относительной малости кольцевой деформации и деформации 
сдвига). nриходим к дифференциальному уравнению 4-го nорядка относительно 
nриведенного радиального смещения: 
( /J'п' п'-1 -w'Jw(4)-a'(/3' п'-1 n'-l+v _ w' )d'W(4)+ 12п2 +1 6п 2 +\ п'(п'-1) d4' 
+а' 'п' + 1 d'W(4) = 0 \2п 2 п2 +1 d4' (5.2) 
Уравнение (5.2) может быть nредставлено в факторизованной форме: 
-+µ' --r' [w]=o ( d' х d' ) dt;' dt;' 
Принимая во внимание вид факторизованного оnератора., общее решение можно 
nредставить в виде линейной комбинации гармони'ческой и эксnоненциальных 
составляющих 
W (t; )=с, sin (µ(t; - t;, ))+с, схр (- yt; ]+с, схр (r(t; -1)]. (5.3) 
где константы С, - С, оnределяются граничными условиями. Далее бьш рассчитан сnектр 
низкочастотных колебаний УНТ nри различных граничных условиях. Рассмотрено 
влияние граничных условий, как на величины собственных значений, так и на форму 
колебаний nри наименьшем «угловом волновом)) числе п = 2. На рис. 7 nредставлены 
nрофили радиальных смещений для nервых трех мод и соответствующие им nрофили 
УНТ в случае свободно оnертых и закреnленных краев. Расчеты nроводились для 
нехиральных УНТ с радИусом R = 0.39 нм и характерными длинами L = 3.0, 6.0, 1 О.О нм. 
Для nолучения численных характеристик нормальных колебаний были исnользованы 
следующие nараме-гры УНТ: модуль Юнга Е = 5.5 ТПа., коэффициент Пуассона v = 0.19, 
nлотность р = 11700 кг/м3 и эффективная толщина стенки УНТ h = 0.067 нм. 
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Рис. 7 - профили рцдиальных смещений первых трех мод и соответствующие им формы 
трубок в случае!) шарнирно опертых краев, 2) закрепленных краев . 
Для подтверждения гипотезы относительной малости деформации растяжения 
кольца и сдвиговой деформации значения частот были рассчитаны также из полных 
уравнений Сандерса-Коитера. Сравнение полученных спектров, приведенное на Рис. 8, 
показало, что редуцированная модель адекватно описывает низкочастотную часть спектра 
УНТ. 
111, Tnt 
Рис. 8 - сравнение спектра шарнирно опертой трубки, полученного при решении полных 
уравнений Сандерса-Коитера (о) со спектром, полученным из уравнения (5 .2) (• ). 
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Рис. 9 - полученные спектры для нанотрубки длиной 6 нм и радиусом 0.39 нм. 
На рис. 9 изображены полученные спектры для нанотрубки длиной 6 нм и 
радиусом 0.39 нм. 
В ~ учтена геометрическая нелинейность в выражеНИJ1х для деформаций и 
кривизн (5.1) и в рамках новой редуцированной теории rnпa Сандерса-Коитера проведен 
анализ нелинейных колебаний УНТ. Особенности разработанной модели состоит в том, 
что, в отличие от полубезмоментной теории, учитывается энерГНJ1, обусловленная 
изменением всех компонент тензора кривизны-кручения. В отличие же от теории пологих 
оболочек учитываются все компоне111Ъ1 силы инерции н зависимоСIЪ компонент тензора 
кривизны-кручения от всех составляющих вектора перемещений, но не учитывается 
энергия, связанная с изменением кольцевой и сдвиговой деформаций. 
Результирующие усилия (продольное N,, тангенциальное N2 и сдвиговое N 12 , а 
также поперечная сила Q,) и моменты (продольный М 1 и крутящий М12 ) определяются 
обобщенным законом Гука: 
1-v 
N, =&1 +v&" N 2 =&2 +v&,, N, 2 =-2-&12• 
1-v дк, дк2 1-v М, =к, +vк" М12 =-2-к11 , Q, =~+v~+-2-к," 
где v - коэффициент Пуассона. Выражение для потенциальной энергии оболочки может 
быть представлено в виде: 
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/32 f' 2f•( 2 2 1- v ' у + - к, +к, + 2иr1к2 + --к12 gJO, 24 о о 2 (6.1) 
Кинеrnческая энергия колебаний в безразмерных переменных имеет вид: 
(62) 
В уравнениях (6.1 - 6.2) энергия измеряется в единицах ERLh, где Е - модуль Юнга, R -
радиус трубки, L - ее длина, h - толщина оболочки. Точка над символом означает 
дифференцирование по безразмерному времени r = 1 ГГ(Е ) , р - плопюсть графена. "~ В отличие от линейного предела, в нелинейном случае радиальное и 
тангенциальное модальное смещения с п узлами по кольцу дополняются безузловыми 
колебаниями (осесимметричная компонента): 
и(Ц,В)= И(Ц)соsпВ +И,(Ц~ 
v(Ц,В)= V(Ц)sin пВ, 
w(Ц,В)= W(~)cos пВ +W,(Ц) 
Гипотеза относительной малости кольцевой деформации сжатия-растяжения и сдвиговой 
деформации позволяет выразить тангенциальное смещение, смещение вдоль образующей 
и возникающую в силу нелинейносrи осесимметричную компоненту через радиальное 
смещение: 
V=-- И=--- W.(t J:)=-~W -- --W а dW fп'-1" 2 а' (dw)' п ' п 2 d,; ' 0 ,.,, 4п' 4п' d,; (6.3) 
Подставляя полученные выражения в функцюо Лагранжа и варьируя ее, получаем 
нелинейное дифференциальное уравнение, содержащее линейные члены четвертого 
порядка относительно радиального смещения: 
-w w(.;)-a -~ --+ ( /З'п' n'-1 ') '(/32 n2 -I n'-l+v w' )d 2W(.;) 12n2 +1 6п'+1 n\n' - IJ d,;' 
+а' 'п' + 1 d'w(.;) + F(W)= о (6.4) 
12n2 п 2 +1 d,;' ' 
где F = F;{W) - многочлен третьей степени от радиального смещения w(r,.;) и его 
производных по .; . 
В уравнение (6.4) подставляется функция W(Ц)= J,(t)siп(1r.;)+ /,(t)siп(21r.;), 
описывающая профили радиального смещения вдоль трубки при условии возбуждения 
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лишь первых двух мод. Затем полученное выражение, в соответствии с процедурой 
метода Галеркина, проектируется на каждую из мод: 
d'f, '!. !.' к ;'!. к ij,d'f, к !.'d'f, 7+w, 1 +К, 1 + 011J2 1 + 111щJ2 17+ 01102 1 7+ 
; , d' !. к 1.(df, J' к ; (df. xdf, J к 1.(df, J' -о + KOnllJZ dt' + 0<10 1 dt + O•l•IJ! dt dt + "'" 1 dt -
d'f, 2; с ;' с !.'; с ij, d'f. с !.' d'f, 
-,-+I02J2 + JJ2 + 021 1 J2 + Оп10J2 1--2 + 1по2 1 -,-+ dt dt dt 
l d' /, (df. J' (df. у df,) (df, J' -+C1.12f1 7+Со,"/, dt +См.о!. di)ldi +С1,"/, dt -О, (6.5) 
где все К1 ,С1 - извесmые консrанты, ш1 ,j = 1,2 - частота j-той нормальной моды. 
После комплексификации уравнений (6.5), проведения процедуры 
миогомасштабного разложения и ряда математических преобразований получены 
уравнения главного асимптотического приближения: 
. дz1 1 1' DI 1' С ' • 1-+Ах х1+ ... 1 х, х1+ х,х1 =О дт, 
.ах, 1 1' DI 1' ' • , 1-+w1x,+Ax, х,+ ... 1х1 х,+сх1х,=О дт, 
(6.6) 
где А,В,С - извесrные дейсrвительные постоянные, r, =&11 - медленное время, 
Е = ~:-1. При переходе к эффектиеным частицам (1/11 = Xij{'' l/l'z = XiJ-{') 
система (6.6) трансформируетс11 в уравнения следуюшего вида: 
dyt 1 1 ) А+ В+ С I I' ( ~ I' А - В+ С , • 1--+Ш1\!V1-'1'1 + '1'1 \/11+ А-С~'1'1 '1'1+ '1'1\/11 =0 
dr 1 2 2 (6.7) 
d 1(1, t... ) А + В + С I I' ( ~ 11 А - В + С 1 • 1--+ш1 ..,. 1 -1(1 1 + '1' 1 \lf,+ A-C~yt 1 11' 1 + !1' 111' 1 =0 dr, 2 2 
m система обладает интегралом Х = ll/l'il' +11/fil' ,что позволяет перейти к утловым 
переменным 1/1'1 = Х cos8expf io, ), 1/1', = XsiпfJexpf io,], Л = 81 -о,: 
d(J - w, siп Л + Х(А- В+ C)siп28sin2Л =О 
dт1 2 4 
. (JdЛ (}С.(} Х(А-В+С). (} , О 
sm2 --w,cosЛcos2 - :Xsm4 + sm4 cos Л= 
d~ 2 
(6.8) 
Фазовая плоскость и карты распределения энергии вдоль трубки, полученные из 
численного решения уравнений (6.8), представлены на рис. 10. 
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а) д б) д 
в) о 10 ю .ю -ю so- '° 10 ао 90 100 г) ' 100 1"'- ISO Ю0 2SO 
Рис. 10 - фазовые плоскости а), б) и карты полученного распределения энергии вдоль 
УНТ в), г) при различных уровнях возбуждения : более низкий уровень - биения между ЭЧ 
(фазовая плоскость (а) и карта распределения энергии со временем (в)) , переход к 
локализации (фазовая плоскость (б) и карта распределения энергии во времени (г)) ; 
а) Ь) 
Рис. 11 - аналитическое решение уравнений (4.3) методом негладких преобразований 
(толстая линия - численное решение). 
Получено также аналитическое решение уравнений (6.8) методом негладких 
преобразований. По рис. 11 видно, что это решение находится в хорошо согласуется с 
численным решением уравнений (6.8). 
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выводы 
1. Концепция эффективных" частиц н предельных фазовых траекторий с 
использованием аппарата неглалккх функций обеспечивает адекватное описание 
нестационарных процессов в динамических моделях различных уровней 
сложности: от нелинейного осциллятора в периодическом н случайном внешнем 
поле до УНТ, испЬПЪ1вающеi1 импульсное возбуждение. 
2. Полученное анашrгическое представление спектральных характеристик УНТ 
впервые позволяет не только предсказать частоты ее нормальных колебаний при 
все11: основных nшах краевых условий, но и выявить особенности 
пространственного распределения энергии нормальных мод, обусловленные 
существованием пограничных слоев. 
3. В УНТ может быть реализован процесс интенсивного энергообмена между частями 
ианотрубки. Выявлены условия, при которых полный энергообмен становится 
невозможным и энергия остается пространственно локализованной в 
первоначально возбужденной области УНТ. 
4. В случаях, когда доминируют геометрическая или физическая нелинейность, 
эффективные 11:арактернстнки качественно отличаются, что приводит к 
закономерностям различного типа при описании интенсивного энергообмена. 
5. АналlfГИческие результаты, полученные в диссертации, подтверждены данными 
численного моделирования. 
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